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Uvod

Tato semestralni prace je vytvoiena pro predmeét Matematické modelovani
v akademickém roce 2013/14 a jejim smyslem je sezndmit ostatni posluchace predmétu
s pojmem Voroneho diagramy.

V prvni kapitole uvadim stru¢nou historii Voroneho diagramii a také diivod, pro€ se
nazyvaji prave takto.

Ve druhé kapitole je popsan motiva¢ni problém, ktery vede k definici Voroneho
diagramt. Tento problém byvé také nazyvan PoStovni problém.

Velmi dulezita je tfeti kapitola, kde jsou Voroneho diagramy definovany a jsou zde
uvedeny i nékteré jejich vlastnosti.

Dalsi velmi dilezitou kapitolou je ¢tvrta kapitola, kde jsou popsany nékteré algoritmy
pro konstrukci Voroneho diagramil. Tzv. inkrementalni algoritmus je popsan podrobnéji,
jelikoz je velmi €asto pro své dobré vlastnosti pouzivan.

V kapitole paté jsou naznaceny moznosti zobecniovani Voroneho diagramu. Pravé az
pti zméndch zdkladnich podminek, tj. zobeciiovani, Voroneho diagramil je mozno je ve velké
mife vyuzivat v praxi.

Na zavér jsou v Sesté kapitole struéné popsany rtizné obory, ve kterych se Voroneho

diagramy nejvice uplatiuji.



Historie

Nejdiive je tfeba si polozit otdzku, ¢eho se vlibec Voroneho diagramy tykaji. Pfi
studiu Voroneho diagramti jde o rozdé€leni n¢jaké oblasti do systému jejich podoblasti, které
maji spolecné nejvySe své hranice. Toto rozdéleni muzeme provadét riznymi zpusoby.
Jednim ze zékladnich zplisobl je najit v oblasti urcity pocet center (bodil) a okolo kazdého
centra vytvorit jednu podoblast. Podoblast pfislusna k danému centru bude pokryvat vSechny
body, které maji do tohoto centra blize nez do kteréhokoliv jiného. A takto si intuitivné
muzeme piedstavit i Voroneho diagramy.

Studiem rozdéleni prostoru do podoblasti (regiond, bunék) se 1lidé vazné zabyvali jiz
od sedmndctého stoleti, kdy je pouzival René Descartes. Velky rozvoj ptfineslo vSak az stoleti
devatenacté, kdy je zkoumal napt. némecky matematik Lejeune Dirichlet, a dvacaté. Pravé na
ptelomu devatenactého a dvacatého stoleti zkoumal takovato rozdéleni prostoru jisty
ukrajinsky matematik Georgij Feodosjevi¢ Voronoj. Vysledky jeho badani byly natolik
zasadni, Ze se po ném takovato rozdéleni pojmenovala VVoroneho diagramy. Tohoto oznaceni
se budeme drzet i my. V literatufe se lze setkat ale i s oznaCenim Voroneho teselace,
Voroneho dekompozice, pfipadné Voronojovy diagramy apod. Voroneho diagramiim se
Vv pritbéhu dvacatého stoleti vénovalo mnoho odvétvi védy a také se pro né leckde pouziva i
jiny néazev. Napf. v meteorologii se nazyvaji Thiessenovy polygony po americkém
meteorologovi Alfredu Thiessenovi.

Srozvojem pocitacti ve druhé polovin€é dvacatého stoleti se Voroneho diagramy
uplatiiovaly stale vice v pocitacové grafice. Pocitacové simulace zaroveil naopak pomohly pfi
studiu dalSich vlastnosti Voroneho diagramii. V soucasné¢ dobé piedstavuji Voroneho
diagramy velmi zajimavé téma a pouzivaji se a studuji v mnoha riznych oborech. Proto je
urcité uzitecné poznat alespon jejich zakladni definici a vlastnosti, které jsou uvedeny v této

semestralni praci, a ziskat o nich jisty prehled.



Motivace

Zde si popiSeme takzvany PoStovni problém. Trochu si ho ale upravime. Nebudeme
stavet postu, ale nakupni stiedisko.

M¢me za ukol postavit nakupni stfedisko (analogicky posStu) v dané oblasti.
Samoziejmé chceme, aby do naseho ndkupniho stiediska chodilo nakupovat co nejvice lidi.
V dané oblasti je vice podobnych stfedisek a my se ptame, kolik lidi by pravé do naseho
nakupniho stfediska chodilo nakupovat. Vytvofime si rovinnou mapu, kde budou vyznacena
vSechna nékupni stfediska a také oznaceny oblasti, ze kterych chodi lidé nakupovat do danych
stiedisek.

Pro zjednoduseni si ale zavedeme Ctyfi podminky:

1) Ve vsech stiediscich je cena zboZi stejna.

2) Naklady na ziskani zbozi se rovnaji souctu jeho ceny a ceny dopravy do stiediska.

3) Cena dopravy do stiediska se rovna vzdalenosti (eukleidovské) do stiediska

nasobené pevnou cenou za jednotku vzdalenosti (napf. kilometr).

4) Lidé cht€ji minimalizovat své naklady na zisk zbozi.

Z téchto podminek vyplyva, ze 1idé budou chodit do stfediska, které maji nejbliZe.
Dana oblast se tedy rozdéli do menSich podoblasti. V kazdé podoblasti bude jedno nakupni
stiedisko a lidé, kteti chodi pravé do tohoto stfediska. Tim mame hotovy matematicky model
problému. Prakticky jsme vytvofili Voroneho diagram. Z ného pak muzeme vycist, kde
nejlépe vybudovat nové stiedisko ¢i zda néjaké stiedisko zbourat apod.

V redlném Zivoté vSak nejsou Casto splnény uvedené ¢tyfi podminky. Napf. cena zbozi
v riznych ndkupnich stfediscich je riznd a cena dopravy do stfediska neroste linedrné
s eukleidovskou vzdalenosti od stfediska. To vSak neznamena, Ze se Voroneho diagramy
neuplatni v redlném zivoté. Naopak. Musi se ale upravit tyto Ctyfi podminky a Voroneho

diagramy zobecnit, ¢imzZ se ale nebudeme zatim zabyvat.



Zakladni pojmy, vztahy

Méjme mnozinu n boda v roviné P = {P;, P,, ..., B,}. Tyto body nazyvame generujici
body.

Voroneho diagram mnoziny P je rozd€leni roviny na n oblasti, pfiCemz v kazdé
oblasti je pravé jeden bod P; (rizné oblasti obsahuji riizné body P;) a vSechny body roviny,
které maji k tomuto bodu mensi vzdalenost neZ k ostatnim bodim P;. Pro kazdy bod Q
V oblasti ptislusné bodu P; tedy plati vztah:

|QP;| < |QP;| (VP €P,j # 1)
Vyraz |PQ| oznacuje eukleidovskou vzdalenost dvou bodd P a Q. Pfipominame, Ze

eukleidovska vzdalenost dvou bodti P = [px, py] aQ= [qx, qy] je dana vztahem:

1PQ| = J(px — )% — (py — 4,)?

Voroneho diagram mnoziny P se znaci Vor(P). Oblast Voroneho diagramu pfislusnou
k bodu P; nazyvame Voroneho bunkou bodu P; a zna¢ime v(P;). Ukazku Voroneho diagramu

pro pét generujicich bodu viz na obr. 1.

Obr. 1 Voroneho diagram
Osa useCky PQ dvou bodli roviny P a Q rozdéluje rovinu na dvé poloroviny.
Ozna¢ime h(P,Q) otevienou polorovinu obsahujici bod P a h(P,Q) otevienou polorovinu
obsahujici bod Q. Pro kazdy bod R Voroneho diagramu pak plati:
Reh(P,Q) & |RP| < |RO|

Uvedeny vztah ilustruje obrazek 2.
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Obr. 2 Voroneho diagram pro dva body P a Q
Kazd4d Voroneho builka je priinikem n — 1 polorovin, coz mizeme pro Voroneho
buniku v(P;) zapsat rovnosti:
v(P) = ﬂ h(P, P;)

1<j<n
j#i

Snadno nahlédneme, Ze je kazdda Voroneho bunka oteviena konvexni
mnohothelnikova oblast a je ohrani¢ena nejvyse n — 1 vrcholy a nejvyse n — 1 hranami.

Voroneho diagram tedy rozd€luje rovinu na n buné€k, které maji spole¢né nejvyse své
hranice. Tyto hranice jsou usecky, polopfimky nebo ptimky a nazyvaji se hrany Voroneho
diagramu. Pokud jsou vSechny generujici body kolinearni, tj. lezi na téze pfimce, pak jsou
vSechny hrany Voroneho diagramu piimkami. Pokud existuje alesponl jeden generujici bod,
ktery nelezi na téZe ptimce jako ostatni, tj. body nejsou kolinearni, pak jsou vSechny hrany

tohoto diagramu bud’ usecky, nebo poloptimky.

Obr. 3 Voroneho diagram pro kolinearni body



Obr. 4 Voroneho diagram pro nekolinearni body

Pro pochopeni dalsi vlastnosti Voroneho bunék potiebujeme védét, co je to konvexni
mnohothelnik, konvexni oblast a konvexni obal. Konvexni mnohothelnik je kazdy
mnohotihelnik, jehoz kazdy vnitini thel je vétsi nez 0° a mensi nebo roven 180°. Konvexni
oblasti rozumime bodovou mnozinu, kterd je ohrani¢ena konvexnim mnohouhelnikem a
obsahuje kazdou usecku, jejiz krajni body patii do této oblasti. Konvexnim obalem mnoZiny
bodl P pak nazyvame nejmensi konvexni oblast obshujici mnozinu P a znac¢ime ho CH(P).

Voroneho burika v(P;) je neohrani¢ena, pravé kdyz bod P; leZi na hranici konvexniho
obalu CH (P).

Ve Voroneho diagramu maji ¢asto hrany spolecny néjaky sviij krajni bod. Bod, jenz je
spoleénym bodem alespont tfi Voroneho hran, nazyvdme Voroneho vrcholem. Pro kazdy
Voroneho diagram dokaZeme ur¢it maximalni pocet jeho hran a maximalni pocet jeho
vrchold. Pro Voroneho diagram o dvoubodové generujici mnoziné mame jednu hranu a zadny
vrchol. Pro tfi a vice generujicich bodi dokazeme maximalni pocet hran x urcit podle vzorce
X =2n—6 a maximalni pocet vrcholi y podle vzorce y =3n—6, kde n je pocet
generujicich bodu.

Hrany jsou tedy casti os useCek dvou generujicich bodi a vrcholy jsou priseciky
téchto os. Na kazdé ose ovsem nemusi byt Voroneho hrana. Rovnéz ne vsechny priseciky
téchto os jsou Voroneho vrcholy. Lze zjistit, na které Casti osy usecky PQ dvou generujicich
bodl P a Q lezi Voroneho hrana a které jejich priseciky jsou Voroneho vrcholy? Ano, ale
jesté si musime zavést jeden pomocny pojem:

Pro bod Q vrovin¢ (Voroneho diagramu) definujeme kruznici C,(Q) jako nejvetsi
kruznici se stfedem v bodé Q, V jejimz vnitiku nelezi zadny bod generujici mnoziny P.

Cast osy usecky dvou generujicich bodi P; a P; je hranou Voroneho diagramu, prave
kdyZ na ose seCky P;P; existuje takovy bod X, Ze na kruznici C,(X) lezi pouze generujici

body P; a P;.



Prisecik ¥ osy Gsecky dvou generujicich bodd P; a P; je Voroneho vrcholem, prave
kdyZ na kruznici Cy, (Y) leZi tii nebo vice generujicich bodi mnoziny P.

Ob¢ uvedené véty ilustruje obrazek 5.

Obr. 5 Kruznice ve VVoroneho diagramu
Dalsim pojmem, ktery se zavadi ve Voroneho diagramech, je degenerace Voroneho
diagramu. Jak jiz bylo fec¢eno, kazdy vrchol Voroneho diagramu lezi v misté, kde se stretavaji
alesponi tfi Voroneho hrany. Obvykle jsou to pravé tfi hrany. Pokud ale existuje Ctyii a vice
generujicich bodu lezicich na jedné kruznici, pak vznika Voroneho vrchol na étyrech nebo
vice Voroneho hranach (pokud ovSem vnitfek této kruznice neobsahuje néjaky dalsi
generujici bod). Potom hovotime o degenerativnim Voroneho diagramu a nastald situace se

nazyva degenerace Voroneho diagramu.

Obr. 6 Degenerativni Voroneho diagram
Shrnuli jsme si tedy zakladni vlastnosti Voroneho diagramu. Jest¢ nez piejdeme
k algoritmiim jejich vytvafeni, zminme se o dulezitém pojmu, kterym je Delaunayho

triangulace.

Obr. 7 Delaunayho triangulace



Delaunayho triangulaci ziskdme, pokud ve Voroneho diagramu spojime useckou
vSechny generujici body, jejichz bunky spolu sousedi, a hrany Voroneho diagramu
vynechame. Delaunayho triangulace je tedy dualni strukturou k VVoroneho diagramu. Pokud je
Voroneho diagram degenerovany, nejedna se o triangulaci v pravém slova smyslu, jelikoz
vzniknou 1 jiné mnohothelniky nez trojuhelniky. Tyto mnohouhelniky ovSsem muizeme na
mensi trojuhelniky prevést dalSim spojenim generujicich bodi. Dokonce plati, ze kazdou
triangulaci, tj. rozdéleni roviny do trojuhelnikil, lze pfevést na Delaunayho triangulaci. Pii
tom vyuzivame vlastnosti, ze dana triangulace ve Voroneho diagramu je Delaunayho, pravé
kdyz Zadné kruznice opsand jednomu dil¢imu trojihelniku neobsahuje uvnitt zadny generujici
bod Voroneho diagramu. Postupujeme podle pieklapéciho algoritmu, tj. postupné preklapime

trojuhelniky podle obrazku 8.

Obr. 8 Pieklapéci algoritmus



Algoritmy

Pro sestrojeni Voroneho diagramii existuje hned nékolik algoritmli. VSechny maji své

vyhody a nevyhody. Jejich vyhodnost posuzujeme piedevsim podle jejich casové slozitosti.

Optimalni ¢asova slozitost pro konstrukci Voroneho diagramu je O(nlogn).

Tzv. naivni algoritmus vychdzi pifimo z definice Voroneho diagramu. Pro kazdy

generujici bod P; vytvoiime prinik n — 1 polorovin h(P;, P;), kde 1 <j <mn, j # i. Tento

priinik je Voroneho butika v(P;). Naivni algoritmus m4 ¢asovou slozitost 0(n? logn), a proto

se Casto nepouziva.

Casto pouzivanym je viak tzv. inkrementalni algoritmus. Tento algoritmus je

jednoduchy a ma dobrou ¢asovou slozitost, a proto si ho popiSeme podrobnéji.

Obr. 9 Inkrementalni algoritmus

Hlavni myslenkou je vytvofit Voroneho diagram pro dva generujici body a poté

postupné piidavat dalsi generujici body a pro kazdy upravit Voroneho diagram. Az budeme

mit v diagramu vSechny generujici body, budeme mit hotovy 1 cely Voroneho diagram.

PopiSme si kroky tohoto algoritmu:

1)

2)

3)

4)

5)

Urc¢ime, v jaké buiice se nachéazi nové pridavany generujici bod P;,, tuto buniku
oznacime v(P;jq).

Zkonstruujeme osu usecky P;,1P;;. (Bod P;; je samoziejmé generujicim bodem
bunky v(P;q).)

Z prusecikt usecky P;.qP;; Shranou v(P;;) si vybereme jeden, ktery ur¢i dalsi
buiiku v(P;,), kterd bude také ovlivnéna generujicim bodem P; 4.

Zkonstruujeme osu usecky P;.,P;, a jeji priuseCiky s hranou buiky v(P;;).
Vybereme prisecik, ktery nelezi na spole¢né hrané bunék v(P;;) a v(P;y).

Opakujeme krok 4 pro dalsi body P;;

;j» dokud se nedostaneme do druhého priiseciku

osy usecky P;,1P;; S hranici buiky v(P;;).



6) Vyrusime v8echny hrany uvnit nové vzniklé Voroneho buiky.

Ptidani jednoho generujiciho bodu timto algoritmem miZzete pozorovat na obr. 2. Pro
ptesnost je tieba dodat, Ze u degenerativnich algoritmt je tieba jesté oSetfit nékolik eventualit.
Tento algoritmus ma obecné ¢asovou slozitost 0(n?), ale ve specidlnich pifpadech i O(n).
Dalsi vyhodou je, ze pokud chceme Voroneho diagram jesté¢ rozsifit, nemusime ho cely
prepocitavat, ale stac¢i ptidat dal§i generujici bod podle tohoto algoritmu. Je to jeden
Z nejpouzivangjsich algoritm.

Dals$im velmi Casto pouzivanym algoritmem je tzv. Fortuneho algoritmus. Pii ném si
zvolime tzv. zametaci ptimku, kterou posouvame, a to nejcastéji odshora dolt. Priseciky této
pfimky s Voroneho diagramem vytvareji hrany Voroneho diagramu. Pfi tom je ale tfeba mit
na védomi, Ze Voroneho hrany zaviseji také na generujicich bodech, které jsou pod zametaci
pifimkou a které¢ jest¢ nezndme. Tento problém lze ale zdarn€ vyfeSit uzitim specidlnich
parabolickych obloukti. Tyto parabolické oblouky uréuji vzdalenost bodlii od pevné daného
generujictho bodu a zametaci pfimky a postupné zanikaji ¢i vznikaji nové. Zaroven jiz
postupné urduji definitivné Voroneho hrany. Casova sloZitost tohoto algoritmu je optimalni
O(nlogn), a proto také patii k nejcasteji pouzivanym.

Poslednim castou uzivanym algoritmem, ktery uvedeme, je algoritmus Rozd¢l a panuj.
Ten je zaloZen na rozdéleni mnoziny generujicich bodii do dvojic €i trojic, pro které snadno
zkonstruujeme dil¢i Voroneho diagramy. Tyto dil¢i diagramy poté pii zpetném chodu spojime
v cely Voroneho diagram. Tento algoritmus mé také optimalni ¢asovou sloZitost, ale je
nachylny k numerickym chybam.

Zminme jeste, ze Ize Voroneho diagram zkonstruovat i z Delaunayho triangulace.



Moznosti zobecnéni

Zatim jsme se vénovali pouze zdkladnimu typu Voroneho diagramt, ktery odpovida
uvedenému Postovnimu problému.

Pro praktické vyuziti Voroneho diagramu je ale téeba je ponékud zobecnit. To lze
n¢kolika zplsoby.

Za prvé mizeme zménit dimenzi prostoru, ve kterém vytvaiime diagramy. V tomto
piipadé pouze upravime definici Voroneho diagramu stim, Ze se jiz bude jednat o
eukleidovské vzdalenosti v k-dimenzionalnim prostoru.

Za druhé mizeme zménit metriku Voroneho diagramu, tzn. nebudeme jiz uvazovat

pouze eukleidovskou vzdalenost. Casto jsou napfiklad pouzivany metriky L,. V metrice L,

bude vzdalenost dvou bodli P = [py, P2 .., Pkl 2 Q = [q1,q2, ..., qx] V prostoru R¥:
1

k p
dist,(P,Q) = |IPQll = (lei - Qi|p>
i=1

Pro metriku L, se jedna o jiz znamou eukleidovskou vzdalenost.

Obr. 10 Voroneho diagram v metrice L, .

Dal$i moZnosti zobecnéni Voroneho diagramu je pifidani vah jednotlivym generujicim
bodiim. Vzniknou tak vdZené Voroneho diagramy. V PoStovnim problému by to znamenalo,
ze v riiznych nakupnich stfediscich jsou rizné ceny.

Ctvrtym nejdilezitéjsim piipadem zobecnéni Voroneho diagramu je uvazovani
generujici mnoZiny nikoliv jako mnoZiny bodl, ale jako mnoZiny usefek ¢i jinych

geometrickych utvart.



Oblasti pouziti

Voroneho diagramy v metrice L, jsou napf. pouzivany podobné jako pii poStovnim
problému v ptipadech, kdy je tfeba urcit idedlni rozmisténi pobocek néjaké firmy, post,
nemocnic apod. Eukleidovskou vzdalenost zde neni vhodné pouzivat, jelikoz ta méfi
vzdalenost vzduSnou ¢arou, zatimco lidé maji pti cest€¢ do pobocky piekazky v podobé domii,
ek apod.

Samoziejm& se Voroneho diagramy pouzivaji v matematice, a to obzvlasté
vV geometrii.

V klimatologii se pouzivaji jako Thiessenovy polygony napi. pii vypoctu srazek na
néjakém uzemi.

V chemii a fyzice se pomoci Voroneho diagramut studuji bunky. V krystalografii se
zase pouzivaji k vyzkumu krystalickych bunék.

V epidemiologii se pouzivaji Voroneho diagramy k lokalizaci oblasti $iteni nemoci.

V hornictvi se pomoci Voroneho diagramt odhaduji zdsoby vzacnych nerostl, kovil 1
jinych materiald.

Pomoci Voroneho diagramii se mohou programovat roboti. Dale naleznou Voroneho
diagramy $iroké uplatnéni v pocitacové grafice a obecné v informatice.

Nesmime zapomenout ani na uméni, kde jsou vyuzivany Voroneho diagramy pro své
estetické vlastnosti.

Podrobny popis jejich vyuZiti v riznych oborech jiz pfesahuje ramec této prace, ale
smyslem této kapitoly bylo upozornit na to, Ze Voroneho diagramy nejsou jen né&jakou

matematickou strukturou, ale nalézaji Siroké uplatnéni v praxi.



Zaver

Nyni jiz tedy vime, co jsou to Voroneho diagramy. Nesplete nas ani, kdyZ se o nich
mluvi jako o Voroneho dekompozici. Zndme nékteré jejich vlastnosti a dokdzeme i Voroneho
diagram vytvorit. Celkové mame dobrou piedstavu o Voroneho diagramech. Zaroven ale
vime, ze pro jejich pouziti je tfeba je zobecnit, a to riznymi zpisoby. Pro dalsi studium je
tieba se podivat do literatury. V cestin€ existuje leckde né&jaky ivod do problematiky, jako je
napf. tato préace, ale opravdu védeckou praci s podrobnéjSimi a praktictéjSimi vysledky
hledejte spiSe v anglictin€. Dobré je napt. publikace Computational Geometry (ISBN 3-540-
65620-0).



Literatura

[1] BASTL, Bohumir. Voroneho diagramy [online]. Plzen, 2013 [cit. 2014-02-01].
Dostupné Z
http://geometrie.kma.zcu.cz/index.php/www/content/view/full/279/.  Studijni
material. ZCU.

[2] Voroneho diagramy. Plzeti, 2009. Bakalaiska prace. ZCU.

[3] Zobecnéné Voroneho diagramy. Plzef, 2012. Diplomova prace. ZCU.

[4] Voronoi diagram. Wikipedia, the free encyklopedia [online]. 2014 [cit. 2014-
02-01]. Dostupné z: http://en.wikipedia.org/wiki/Voronoi_diagram



